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Uvod
Najraniji matematicˇki zapisi otkrivaju nam da su ljude od davnina fascinirali pravilni ge-
ometrijski oblici. Stari su Grci trokut i kruzˇnicu smatrali savrsˇenim geometrijskim liko-
vima, stoga ne cˇudi sˇto su kroz povijest ovi likovi bili predmet mnogobrojnih proucˇavanja
i istrazˇivanja.[2]
Govorec´i o trokutu moramo spomenuti neke njegove karakteristicˇne tocˇke kao i njemu
priduzˇene kruzˇnice: opisanu, upisanu i pripisane kruzˇnice. U ovom radu bavit c´emo se
otkrivanjem svojstava i uspostavljanjem veze izmedu navedenih kruzˇnica.
Ovaj diplomski rad sastoji se od cˇetiri poglavlja. U prvom poglavlju navodimo osnovne
objekte i teoreme na koje c´emo se po potrebi pozivati tijekom rada te definiramo cˇetiri os-
novne karakteristicˇne tocˇke trokuta. U drugom poglavlju bavimo se pripisanim kruzˇnicama
trokuta. Zatim proucˇavamo odnose i svojstva izmedu upisane i pripisanih kruzˇnica trokuta.
Karakteristicˇne tocˇke trokuta povezane su na zanimljiv nacˇin koji promatramo u trec´em
poglavlju. Konacˇno, cˇetvrto poglavlje nam donosi dokaz jednog od najljepsˇih teorema u
geometriji trokuta: Feuerbachovog teorema.
Sve popratne slike izradene su alatom dinamicˇke geometrije GeoGebrom.
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Poglavlje 1
Osnovno o trokutu i kruzˇnici
U ovom poglavlju navodimo definicije osnovih objekata i njihova svojstva koje c´emo ko-
ristiti pri proucˇavanju upisane i pripisanih kruzˇnica trokuta te njihovih sredisˇta. Mnoge
navedene objekte susrec´emo vec´ u osnovnoj sˇkoli te njihova svojstva smatramo poznatima
i u ovom ih radu ne dokazujemo. Dokaze provodimo za manje poznate tvrdnje.
1.1 Trokut
Najprije c´emo navesti definiciju trokuta. Pri tome pratimo nacˇin definiranja iznesen u knjizi
[17, str.178-179].
Definicija 1.1.1. Neka su A, B, C tri nekolinearne tocˇke. Konveksnu ljusku skupa {A, B,C}
nazivamo trokut. Tocˇke A, B, C su vrhovi trokuta, a duzˇine AB, BC, AC stranice trokuta.
Trokut s vrhovima A, B, C oznacˇavamo s ∆ABC. Duljine stranica trokuta oznacˇavat
c´emo s a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|, a tim stranicama nasuprotne kutove s α = ^BAC,
β = ^CBA, γ = ^ACB.
Teorem 1.1.2. (i) U svakom trokutu zbroj unutarnjih kutova iznosi 180◦.
(ii) Vanjski kut uz jedan vrh trokuta jednak je zbroju unutarnjih kutova uz preostala dva
vrha.
Definicija 1.1.3. Srednjica trokuta je duzˇina koja spaja polovisˇta dviju stranica trokuta.
Teorem 1.1.4. Srednjica trokuta je paralelna jednoj stranici trokuta i njena duljina je
jednaka polovini duljine te stranice.
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Karakteristicˇne tocˇke trokuta
Cˇetiri osnovne karakteristicˇne tocˇke trokuta zajednicˇki je naziv za ortocentar H, tezˇisˇte T ,
sredisˇte trokutu upisane kruzˇnice U i sredisˇte trokutu opisane kruzˇnice O.
Ortocentar
Definicija 1.1.5. Visina trokuta je duzˇina kojoj je jedan kraj vrh trokuta, a drugi nozˇisˇte
okomice spusˇtene iz tog vrha na pravac na kojemu lezˇi nasuprotna stranica.
Teorem 1.1.6. Pravci na kojima lezˇe visine trokuta sijeku se u jednoj tocˇki.
Definicija 1.1.7. Tocˇka u kojoj se sijeku pravci na kojima lezˇe visine trokuta naziva se
ortocentar.
Tezˇisˇte
Definicija 1.1.8. Tezˇisˇnica je duzˇina koja spaja vrh trokuta i polovisˇte njemu nasuprotne
stranice.
Teorem 1.1.9. Ako su a, b, c duljine stranica trokuta, a ta, tb, tc duljine odgovarajuc´ih
tezˇisˇnica, tada je:
ta =
1
2
√
2b2 + 2c2 − a2,
tb =
1
2
√
2a2 + 2c2 − b2,
tc =
1
2
√
2a2 + 2b2 − c2.
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Bez smanjenja opc´enitosti neka je b > c. Neka je
D nozˇisˇte okomice iz A na pravac AB. Pretpostavimo da je D na duzˇini BC. Oznacˇimo
|AD| = va. Neka je A′ polovisˇte BC. Oznacˇimo josˇ |AA′| = ta i |DA′| = d.
Uocˇimo pravokutne trokute ADB, ADC, ADA′. Primjenom Pitagorinog poucˇka na te tro-
kute dobivamo:
v2a = c
2 −
(a
2
− d
)2
, (1.1)
v2a = b
2 −
(a
2
+ d
)2
, (1.2)
t2a = v
2
a + d
2. (1.3)
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Slika 1.1: Duljina tezˇisˇnice
Supsitucijom iz jednadzˇbi (1.1) i (1.2) u jednadzˇbu (1.3) dobivamo:
t2a = c
2 −
(a
2
− d
)2
+ d2,
t2a = b
2 −
(a
2
+ d
)2
+ d2.
Odatle slijedi:
t2a = c
2 − a
2
4
+ ad,
t2a = b
2 − a
2
4
− ad.
Nakon zbrajanja ovih jednadzˇbi dobivamo:
2t2a = b
2 + c2 − a
2
2
te slijedi tvrdnja teorema
ta =
1
2
√
2b2 + 2c2 − a2.
Analogno vrijedi i za ostale tezˇisˇnice.
Ako je D izvan BC, dokaz se provodi na slicˇan nacˇin. 
Teorem 1.1.10. Sve tri tezˇisˇnice trokuta sijeku se u jednoj tocˇki. Udaljenost te tocˇke od
pojedinog vrha trokuta iznosi
2
3
duljine odgovarajuc´e tezˇisˇnice.
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Definicija 1.1.11. Tocˇku u kojoj se sijeku sve tri tezˇisˇnice tokuta nazivamo tezˇisˇte trokuta.
Lema 1.1.12. Za tezˇisˇte T trokuta ABC vrijedi
|AT |2 + |BT |2 + |CT |2 = 1
3
(
|AB|2 + |BC|2 + |CA|2
)
.
Dokaz. Neka je A′ polovisˇte stranice BC trokuta ABC. Zbog teorema 1.1.10 i 1.1.9 vrijedi
|AT |2 =
(
2
3
|AA′|
)2
=
(
2
3
· 1
2
√
2|AC|2 + 2|AB|2 − |BC|2
)2
=
1
9
(
2|AC|2 + 2|AB|2 − |BC|2
)
.
Analgno vrijedi i za |BT |2, |CT |2, pa je
|AT |2 + |BT |2 + |CT |2 = 1
9
· 3
(
|AB|2 + |BC|2 + |AC|2
)
,
odnosno
|AT |2 + |BT |2 + |CT |2 = 1
3
(
|AB|2 + |BC|2 + |AC|2
)
.

Teorem 1.1.13. Za svaku tocˇku M unutar trokuta ABC vrijedi
|AM|2 + |BM|2 + |CM|2 = |AT |2 + |BT |2 + |CT |2 + 3|MT |2,
pri cˇemu je T tezˇisˇte trokuta ABC.
Slika 1.2: Tocˇka M unutar trokuta ABC
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Dokaz. Neka je dan trokut ABC i tocˇka M unutar trokuta. Neka je T tezˇisˇte tog trokuta, A′
polovisˇte stranice BC i D polovisˇte duzˇine AT .
Zbog teorema 1.1.10 vrijedi |DA′| = |AT |. Uocˇimo trokute MBC, MDA′, MAT i njihove
tezˇisˇnice iz vrha M (MA′, MT , MD). Prema teoremu 1.1.9 slijedi:
|MA′|2 = 1
2
(
|MB|2 + |MC|2 − |BC|
2
2
)
,
|MT |2 = 1
2
(
|MD|2 + |MA′|2 − |DA
′|2
2
)
,
|MD|2 = 1
2
(
|MA|2 + |MT |2 − |AT |
2
2
)
,
odnosno:
|MB|2 + |MC|2 = 2|MA′|2 + |BC|
2
2
, (1.4)
|MD|2 + |MA′|2 = 2|MT |2 + |DA
′|2
2
, (1.5)
|MA|2 + |MT |2 = 2|MD|2 + |AT |
2
2
. (1.6)
Sada pomnozˇimo (1.5) s 2 te dobivenom izrazu pribrojimo (1.4) i (1.6). Dobivamo:
2|MD|2 + 2|MA′|2 + |MB|2 + |MC|2 + |MA|2 + |MT |2 =
4|MT |2 + |DA′|2 + 2|MA′|2 + |BC|
2
2
+ 2|MD|2 + |AT |
2
2
,
odnosno:
|MA|2 + |MB|2 + |MC|2 = 3|MT |2 + |DA′|2 + |BC|
2
2
+
|AT |2
2
.
Konacˇno, zbog |DA′| = |AT |, dobivamo:
|MA|2 + |MB|2 + |MC|2 = 3|MT |2 + |BC|
2
2
+
3|AT |2
2
. (1.7)
Takoder, preko tezˇisˇnica BB′ i CC′ dobivamo analogne identitete:
|MA|2 + |MB|2 + |MC|2 = 3|MT |2 + |AC|
2
2
+
3|BT |2
2
, (1.8)
|MA|2 + |MB|2 + |MC|2 = 3|MT |2 + |AB|
2
2
+
3|CT |2
2
. (1.9)
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Preostaje nam zbrojiti (1.7), (1.8), (1.9). Dobivamo:
3
(
|MA|2 + |MB|2 + |MC|2
)
= 9|MT |2+1
2
(
|AB|2 + |BC|2 + |AC|2
)
+
3
2
(
|AT |2 + |BT |2 + |CT |2
)
.
Konacˇno zbog leme 1.1.12 slijedi
|MA|2 + |MB|2 + |MC|2 = 3|MT |2 + |AT |2 + |BT |2 + |CT |2.

Opisana kruzˇnica trokuta
Definicija 1.1.14. Simetrala duzˇine je pravac koji prolazi polovisˇtem te duzˇine i okomit je
na nju.
Teorem 1.1.15. Tocˇka C lezˇi na simetrali duzˇine AB ako i samo ako je |AC| = |BC|.
Teorem 1.1.16. Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocˇki.
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je tocˇka O sjecisˇte simetrale sc stranice AB i sime-
trale sa stranice BC. Buduc´i da tocˇka O lezˇi na simetrali stranice AB, iz teorema 1.1.15
slijedi da je |AO| = |BO|. Takoder, tocˇka O lezˇi i na simetrali stranice BC, pa prema te-
oremu 1.1.15 slijedi |BO| = |CO|.
Dakle, |AO| = |CO| pa prema teoremu 1.1.15 tocˇka O lezˇi na simetrali sb stranice AC.
Prema tome, simetrale stranica danog trokuta sijeku se u tocˇki O. 
Iz provedenog dokaza zakljucˇujemo da je tocˇka O jednako udaljena od tocˇaka A, B, C
pa postoji kruzˇnica sa sredisˇtem u O na kojoj lezˇe tocˇke A, B, C.
Obrnuto, ako kruzˇnica prolazi svim vrhovima trokuta, onda je njezino sredisˇte O jednako
udaljeno od vrhova pa tocˇka O pripada simetralama stranica.
Definicija 1.1.17. Kruzˇnicu koja prolazi vhovima trokuta zovemo opisanom kuzˇnicom tog
trokuta.
Upisana kruzˇnica trokuta
Definicija 1.1.18. Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.
Teorem 1.1.19. Tocˇka lezˇi na simetrali kuta ako i samo ako je jednako udaljena od njegovih
krakova.
Teorem 1.1.20. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocˇki.
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Slika 1.3: Sredisˇte trokutu opisane kruzˇnice
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je tocˇka U sjecisˇte simetala sα i sβ unutarnjih ku-
tova danog trokuta kod vrha A i vrha B, redom. Buduc´i da tocˇka U lezˇi na simetrali sα
teorem 1.1.19 povlacˇi da je d(U, AB) = d(U, AC). Takoder, U lezˇi na simetrali sβ pa te-
orem 1.1.19 povlacˇi da je d(U, AC) = d(U, BC).
Dakle, d(U, AC) = d(U, BC) pa prema teoremu 1.1.19, tocˇka U lezˇi na simetrali sγ unu-
tarnjeg kuta kod vrha C. Prema tome, simetrale unutarnjih kutova trokuta ABC sijeku se u
tocˇki U. 
Iz provedenog dokaza zakljucˇujemo da je tocˇka U u kojoj se sijeku simetrale kutova tro-
kuta ABC jednako udaljena od krakova kuta, tj. od stranica trokuta. Zato postoji kruzˇnica
sa sredisˇtem u tocˇki U na kojoj lezˇe nozˇisˇta okomica povucˇenih iz U na stranice trokuta.
Ta kruzˇnica dira sve tri stranice tog trokuta.
Definicija 1.1.21. Kruzˇnicu koja dira svaku stranicu trokuta s unutrasˇnje strane zovemo
upisanom kruzˇnicom tog trokuta.
Prema teoremu 1.1.20 kruzˇnica upisana trokutu ABC ima sredisˇte u tocˇki U koja je
sjecisˇte simetrala kutova tog trokuta, a polumjer joj je jednak r = d(U, AB) = d(U, BC) =
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Slika 1.4: Sredisˇte trokutu upisane kruzˇnice
d(U, AC).
Teorem 1.1.22. Simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta kod istog vrha trokuta sijeku se pod
pravim kutom.
Teorem 1.1.23. Simetrala unutarnjeg kuta u jednom vrhu trokuta i simetrala stranice na-
suprot tom vrhu sijeku se na kruzˇnici opisanoj tom trokutu.
Ortocentar, tezˇisˇte, sredisˇte trokutu opisane kruzˇnice i sredisˇte trokutu upisane kruzˇnice
su nam dobro poznate karakteristicˇne tocˇke trokuta, no one nisu jedine. Clark Kimberling
u svojoj web-enciklopediji Clark Kimberling’s Encyclopedia of Triangle Centers nastoji
popisati sve dosad poznate karakteristicˇne tocˇake trokuta. Trenutno, njegova enciklope-
dija omoguc´ava pretrazˇivanje 31 509 poznatih tocˇaka, istrazˇivanje njihovih medusobnih
odnosa te dodavanje novih unosa. S novim istrazˇivanjima postojec´i popis tocˇaka se na-
dopunjuje.[3] Kroz ovaj rad upoznat c´emo se i s nekim drugim karakteristicˇnim tocˇkama
trokuta.
Pogledamo li sliku 1.5 primjec´ujemo da su ortocentar, tezˇisˇte i sredisˇte upisane kruzˇnice
sjecisˇta po triju pravaca od kojih svaki prolazi kroz jedan vrh trokuta. O takvim trojkama
pravaca govori sljedec´i teorem.
Teorem 1.1.24. Neka su A1, B1, C1 tocˇke na stranicama BC, CA i AB trokuta ABC, redom.
Pravci AA1, BB1, CC1 prolaze jednom tocˇkom ako i samo ako vrijedi
|AC1|
|C1B| ·
|BA1|
|A1C| ·
|CB1|
|B1A| = 1.
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Slika 1.5: Cˇetiri osnovne karakteristicˇne tocˇke trokuta ABC
Definicija 1.1.25. Tri pravca koja prolaze vrhovima trokuta i sijeku se u jednoj tocˇki nazi-
vamo Cevinim pravcima.
Dakle, Cevini pravci, medu ostalim, su i tezˇisˇnice, pravci na kojima lezˇe visine trokuta
te simetrale kutova trokuta. Ovaj vazˇan zakljucˇak iskoristit c´emo kasnije pri dokazivanju
nekih teorema.
1.2 Teoremi o kruzˇnici
Obodni kut
Definicija 1.2.1. Obodni kut kruzˇnice je konveksni kut kojemu vrh lezˇi na kruzˇnici i cˇiji
krakovi sijeku kruzˇnicu u dvije tocˇke.
Teorem 1.2.2. Obodni kut nad promjerom kruzˇnice je pravi.
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Teorem 1.2.3. Obodni kutovi nad istim kruzˇnim lukom su sukladni.
Teorem 1.2.4. Odsjecˇci tangenata povucˇenih iz neke tocˇke na kruzˇnicu su sukladni.
Definicija 1.2.5. Tetiva kruzˇnice je svaka duzˇina kojoj su krajevi dvije razlicˇite tocˇke
kruzˇnice.
Teorem 1.2.6. Simetrala svake tetive polazi sredisˇtem kruzˇnice.
Definicija 1.2.7. Tetivni cˇetverokut je cˇetverokut kojem se mozˇe opisati kruzˇnica.
Teorem 1.2.8. Zbroj dvaju nasuprotnih kutova tetivnog cˇetverokuta je 180◦.
Teorem 1.2.9. Cˇetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako je mjera unutarnjeg kuta kod
vrha A jednaka mjeri vanjskog kuta kod vrha C.
Potencija tocˇke u odnosu na kruzˇnicu
Definicija 1.2.10. Neka je k kruzˇnica, a T bilo koja tocˇka ravnine. Za bilo koji pravac iz
te ravnine koji sadrzˇi tocˇku T i sijecˇe kruzˇnicu k u tocˇkama A i B umnozˇak
p = |T A| · |T B|
je konstantan i nazivamo ga potencijom p tocˇke T u odnosu na kruzˇnicu k.
Pokazˇimo da je definicija dobra, tj. da potencija tocˇke ne ovisi o izboru pravca. Pro-
matrat c´emo tri slucˇaja obzirom na medusobni polozˇaj tocˇke i kruzˇnice.
Slika 1.6: Tocˇka T je unutar kruzˇnice k
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Slika 1.7: Tocˇka T je izvan kruzˇnice k
1. Tocˇka T lezˇi na kruzˇnici k
U ovom slucˇaju, jedna od tocˇaka A i B podudara se s tocˇkom T pa je ili |T A| = 0 ili
|T B| = 0. U obje situacije slijedi |T A| · |T B| = 0.
2. Tocˇka T se nalazi unutar kruzˇnice k
Neka su kroz tocˇku T povucˇena dva pravca. Neka prvi sijecˇe kruzˇnicu k u tocˇkama
A i B, a drugi u tocˇkama C i D. Promotrimo trokute AT D i CT B. Kako je ^AT D =
^CT B (vrsˇni kutovi) i ^CBT = ^T DA (obodni kutovi nad ÂC), trokuti su slicˇni
prema K-K teoremu o slicˇnosti. Slijedi
|T A|
|T D| =
|TC|
|T B| i odatle |T A| · |T B| = |TC| · |T D|.
3. Tocˇka T je izvan kruzˇnice k
Neka su kroz tocˇku T povucˇena dva pravaca. Neka prvi sijecˇe kruzˇnicu k u tocˇkama
A i B, a drugi u tocˇkama C i D. Promotrimo trokute AT D i CT B. Oni imaju za-
jednicˇki kut kod vrha T , ^CBT = ^T DA (obodni kutovi nad ÂC), pa su trokuti slicˇni
prema K-K teoremu o slicˇnosti. Slijedi
|T A|
|T D| =
|TC|
|T B| i odatle |T A| · |T B| = |TC| · |T D|.
Uz potenciju tocˇke vezˇu se i sljedec´i teoremi:
Teorem 1.2.11. Potencija tocˇke T koja lezˇi unutar kruzˇnice k u odnosu na tu kruzˇnicu,
jednaka je razlici kvadrata polumjera promatrane kruzˇnice i kvadrata udaljenosti tocˇke T
do sredisˇta kruzˇnice.
Dokaz. Neka je AB promjer kruzˇnice k i neka se tocˇka T nalazi na tom promjeru. Neka je
r polumjer promatrane kruzˇnice, a d udaljenost tocˇke T do sredisˇta kruzˇnice. Uocˇimo da
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Slika 1.8: Potencija tocˇke T unutar kruzˇnice k
je potencija tocˇke T u odnosu na kruzˇnicu k jednaka
|AT | · |T B| = (r − d) · (r + d) = r2 − d2.

Teorem 1.2.12. Potencija tocˇke T koja lezˇi izvan kruzˇnice k u odnosu na tu kruzˇnicu,
jednaka je razlici kvadrata udaljenosti tocˇke T od sredisˇta kruzˇnice i kvadrata polumjera
promatrane kruzˇnice. Ta vrijednost je jednaka kvadratu udaljenosti tocˇke T i diralisˇta
tangente iz te tocˇke na kruzˇnicu k.
Slika 1.9: Potencija tocˇke T izvan kruzˇnice k
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Dokaz. Neka tocˇka T lezˇi izvan kruzˇnice k sa sredisˇtem u S polumjera r. Iz T povucˇemo
tangentu i pravac kroz S koji sijecˇe kruzˇnicu k u tocˇkama A i B. Neka je tocˇka C diralisˇte
tangente s kruzˇnicom k. Oznacˇimo d = |TS |.
Potencija tocˇke T u odnosu na kruzˇnicu k jednaka je
|T A| · |T B| = (d − r) · (d + r) = d2 − r2.
Sada primijenimo Pitagorin poucˇak na trokut S CT . Slijedi
|T A| · |T B| = |TC|2.

Poglavlje 2
Pripisane kruzˇnice trokuta
Trokutu upisana kruzˇnica nije jedina kruzˇnica cˇije su tangente pravci na kojima lezˇe stra-
nice trokuta. U ovom dijelu upoznat c´emo te imenovati i druge kruzˇnice koje dobivamo
gotovo na isti nacˇin.
2.1 Postojanje pripisanih kruzˇnica trokuta
Pokazali smo da se simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku u jednoj tocˇki. Namec´e se
pitanje vrijedi li nesˇto slicˇno i za simetrale vanjskih kutova trokuta. O tome nam govori
sljedec´i teorem.
Teorem 2.1.1. Simetrale bilo koja dva vanjska kuta trokuta i simetrala preostalog trec´eg
unutarnjeg kuta trokuta sijeku se u jednoj tocˇki.
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka se simetrale vanjskih kutova kod vrhova B i C
sijeku u tocˇki Ua. Buduc´i da Ua lezˇi na simetrali kuta kod vrha B, teorem 1.1.19 povlacˇi
da je d(Ua, AB) = d(Ua, BC). Takoder, Ua lezˇi na simetrali vanjskog kuta kod vrha C, pa
teorem 1.1.19 povlacˇi da je d(Ua, AC) = d(Ua, BC).
Dakle, d(Ua, AB) = d(Ua, AC) pa prema teoremu 1.1.19 tocˇka Ua lezˇi na simetrali unutar-
njeg kuta kod vrha A. Prema tome, simetrale vanjskih kutova kod vrhova B i C te simetrala
unutarnjeg kuta kod vrha A sijeku se u tocˇki Ua, 
Oznacˇimo li d(Ua, AB) = d(Ua, AC) = d(Ua, BC) = ra, zakljucˇujemo da su pravci AB,
AC, BC tangente kruzˇnice ka(Ua, ra).
Definicija 2.1.2. Kruzˇnicu koja dira jednu stranicu trokuta s njegove vanjske strane i
produzˇetke ostalih dviju stranica zovemo pripisanom kruzˇnicom trokuta.
15
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Tocˇka Ua iz teorema 2.1.1 je sredisˇte pripisane kruzˇnice trokuta koja dira stranicu BC i
pravce AB i AC.
Svaki trokut ima tri pripisane kruzˇnice.
Slika 2.1: Pripisane kruzˇnice trokuta ABC
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2.2 O svojstvima sredisˇta upisane i pripisanih kruzˇnica
trokuta
Sredisˇta upisane i pripisanih kruzˇnica trokuta imaju zanimljiva svojstva koja navodimo u
obliku sljedec´ih teorema.
Teorem 2.2.1. Neka je U sredisˇte trokutu ABC upisane kruzˇnice i neka je Ua sredisˇte
pripisane kruzˇnice danog trokuta koja dodiruje stranicu BC. Tada su tocˇke A, U i Ua
kolinearne.
Slika 2.2: Kolinearnost tocˇaka A, U i Ua
Dokaz. Prema teoremu 1.1.20 tocˇke A i U lezˇe na simetrali kuta ^BAC. Nadalje, prema
teoremu 2.1.1 i tocˇka Ua lezˇi na simetrali kuta ^BAC. Dakle, sve tri tocˇke A, U, Ua lezˇe na
simetrali ^BAC, pa su one kolinearne. 
Takoder, kolinearne su i trojke tocˇaka B, U, Ub, kao i C, U, Uc.
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Teorem 2.2.2. Neka je U sredisˇte trokutu ABC upisane kruzˇnice. Neka su Ua i Ub sredisˇta
pripisanih kruzˇnica danog trokuta koje dodiruju redom stranice BC i AC. Tada su tocˇke
Ua, Ub i C kolinearne.
Slika 2.3: Trokut UaUbUc
Dokaz. Neka su Ab i Cb diralisˇta pripisane kruzˇnice sa sredisˇtem u Ub s pravcima BC i AB
redom te Ba i Ca diralisˇta pripisane kruzˇnice sa sredisˇtem u Ua s pravcima AC i AB redom.
Vrijedi ^ACAb = ^BCBa jer su to vrsˇni kutovi, pa kutovi imaju istu simetralu. Iz teorema
2.1.1 slijedi da Ua lezˇi na simetrali ^BCBa, dok Ub na simetrali ^ACAb. Buduc´i da ti kutovi
imaju zajednicˇku simetralu, slijedi da su Ua, C, Ub kolinearne tocˇke. 
Kolinearnost se analogno pokazˇe i za trojke tocˇaka Ub, A, Uc te za Ua, B, Uc.
Definicija 2.2.3. Trokut UaUbUc cˇiji su vrhovi sredisˇta pripisanih kruzˇnica trokuta ABC
zovemo komplementarni trokut trokuta ABC.
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Teorem 2.2.4. Neka je U sredisˇte trokutu ABC upisane kruzˇnice. Neka su Ua, Ub, Uc
sredisˇta pripisanih kruzˇnica danog trokuta koje dodiruju redom stranice BC, AC, AB. Tada
su pravci AUa i UbUc medusobno okomiti.
Slika 2.4: Visine u trokutu UaUbUc
Dokaz. Teorem 2.2.1 povlacˇi da je pravac AUa simetrala kuta ^BAC, dok teorem 2.2.2
povlacˇi da je pravac UbUc simetrala kuta ^CACb, gdje je Cb diralisˇte pripisane kruzˇnice
sa sredisˇtem u Ub s pravcem AB. Dakle, ti pravci su simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta
kod vrha A trokuta ABC. Prema teoremu 1.1.22 slijedi da se pravci AUa i UbUc sijeku pod
pravim kutom, odnosno medusobno su okomiti. 
Analogno se pokazˇe okomitost pravaca BUb i UaUc te CUc i UaUb.
Dakle, sredisˇte upisane kruzˇnice trokuta ABC je ujedno i ortocentar komplementarnog
trokuta.
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Sada c´emo izraziti udaljenosti izmedu diralisˇta upisane kruzˇnice danog trokuta i njego-
vih vrhova pomoc´u duljina njegovih stranica. Na slicˇan nacˇin izracˇunavamo i udaljenost
izmedu diralisˇta pripisane kruzˇnice danog trokuta i njegovih vrhova.
Teorem 2.2.5. Neka su A1, B1, C1 diralisˇta upisane kruzˇnice trokuta ABC redom sa stra-
nicama BC, AC, AB cˇije su duljine a, b, c te neka je s poluopseg danog trokuta. Tada
je
|AB1| = |AC1| = s − a,
|BA1| = |BC1| = s − b,
|CA1| = |CB1| = s − c.
Slika 2.5: Diralisˇta upisane kruzˇnice trokuta ABC
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Primijetimo da su stranice trokuta tangente njemu upi-
sane kruzˇnice. Iz teorema 1.2.4 slijedi da su udaljenosti pojedinog vrha trokuta od dvaju
diralisˇta na stranicama koje sadrzˇe taj vrh medusobno jednake. Uvedimo sljedec´e oznake
x = |AB1| = |AC1|, y = |BA1| = |BC1|, z = |CA1| = |CB1|. Dakle, ako su a, b, c duljine
stranica trokuta, tada vrijedi:
a = |BC| = |BA1| + |A1C| = y + z,
b = |AC| = |AB1| + |B1C| = x + z,
c = |AB| = |AC1| + |C1B| = x + y.
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Sada odredimo opseg tokuta:
2s = a + b + c = (y + z) + (x + z) + (x + y).
Odatle slijedi:
x + y + z = s;
x + (y + z) = s⇒ x = s − a
(x + z) + y = s⇒ y = s − b
(x + y) + z = s⇒ z = s − c.

Teorem 2.2.6. Neka je Aa diralisˇte stranice BC i trokutu ABC pripisane kruzˇnice ka te neka
su Ba i Ca diralisˇta pravaca AB i AC s kruzˇnicom ka. Tada vrijedi:
|ACa| = |ABa| = s,
|BAa| = |BCa| = s − c,
|CAa| = |CBa| = s − b,
pri cˇemu je |BC| = a, |AC| = b, |AB| = c i s poluopseg.
Analogne jednakosti vrijede i za pripisane kruzˇnice kb i kc.
Slika 2.6: Diralisˇta pripisane kruzˇnice ka trokuta ABC
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Dokaz. Prema teoremu 1.2.4 slijedi da je |ACa| = |ABa|, |BCa| = |BAa|, |CBa| = |CAa|.
Pogledajmo cˇemu je jednak zbroj |ACa| i |ABa|.
|ACa| + |ABa| = |AB| + |BCa| + |AC| + |CBa|
= c + |BAa| + b + |CAa|
= c + b + (|BAa| + |CAa|)
= c + b + a
= 2s,
ali je |ACa| = |ABa|, pa je |ACa| = |ABa| = s.
Nadalje,
|ACa| = |AB| + |BCa| ⇒ |BCa| = |ACa| − |AB| = s − c,
|ABa| = |AC| + |CBa| ⇒ |CBa| = |ABa| − |AC| = s − b.

Sada se namec´e pitanje jesu li pravci koji spajaju vrhove trokuta i diralisˇta upisane
kruzˇnice trokuta Cevini pravci. Francuski astronom i matematicˇar Joseph Diaz Gergonne
(1771. − 1859.) prvi se pozabavio tim problemom.[13]
Slika 2.7: Gergonneova tocˇka
Teorem 2.2.7. Neka su A1, B1, C1 diralisˇta upisane kruzˇnice trokuta ABC redom sa stra-
nicama BC, CA, AB trokuta. Tada se pravci AA1, BB1, CC1 sijeku u jednoj tocˇki.
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Dokaz. Po teoremu 2.2.5 vrijedi
|AC1|
|C1B| ·
|BA1|
|A1C| ·
|CB1|
|B1A| =
s − a
s − b ·
s − b
s − c ·
s − c
s − a = 1,
pa tvrdnja slijedi prema teoremu 1.1.24. 
Definicija 2.2.8. Tocˇka u kojoj se sijeku pravci AA1, BB1, CC1 naziva se Gergonneova
tocˇka.
Pravci koji spajaju vrhove trokuta i diralisˇta pripisanih mu kruzˇnica takoder su Cevini
pravci. To nam govori sljedec´i teorem.
Slika 2.8: Nagelova tocˇka N
Teorem 2.2.9. Neka su Aa, Bb, Cc diralisˇta pripisanih kruzˇnica trokuta ABC redom sa
stranicama BC, CA, AB. Tada se pravci AAa, BBb, CCc sijeku u jednoj tocˇki.
Dokaz. Po teoremu 2.2.6 vrijedi:
|ACc|
|CcB| ·
|BAa|
|AaC| ·
|CBb|
|BbA| =
s − b
s − a ·
s − c
s − b ·
s − a
s − c = 1,
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pa tvrdnja slijedi prema teoremu 1.1.24. 
Definicija 2.2.10. Tocˇka u kojoj se sijeku pravci AAa, BBb, CCc naziva se Nagelova tocˇka.
Njemacˇki profesor matematike Christian Heinrich von Nagel (1803.−1882.) proucˇavao
je razlicˇita svojstva i tocˇke trokuta koje se pojavljaju kao sjecisˇta odredenih pravaca te je
objavio mnogo cˇlanaka na tu temu. U povijesti je ostao upamc´en po tocˇki iz teorema
2.2.9.[14]
2.3 Konciklicˇnost nekih tocˇaka vezanih uz trokut i
kruzˇnice
U ovom dijelu pokazujemo da postoje kruzˇnice koje povezuju dva vrha danog trokuta i
sredisˇta njegove upisane i pripisane kruzˇnice.
Teorem 2.3.1. Neka je Ma polovisˇte luka B̂C (koji ne sadrzˇi A) opisane kruzˇnice trokuta
ABC. Neka je U sredisˇte upisane, a Ua sredisˇte pripisane kruzˇnice trokuta koja dodiruje
stranicu BC. Tada tocˇke U, Ua, B, C lezˇe na kruzˇnici sa sredisˇtem u Ma.
Dokaz. Teorem 1.1.22 povlacˇi da je ^UBUa = ^UCUa = 90◦. Zbog teorema 1.2.2 tocˇke
B i C lezˇe na kruzˇnici s promjerom UUa. Ostaje nam pokazati da je sredisˇte te kruzˇnice
tocˇka Ma, odnosno da je Ma povisˇte duzˇine UUa.
Neka su α, β i γ mjere kutova danog trokuta redom pri vrhovima A, B, C. Buduc´i da je Ma
polovisˇte luka B̂C slijedi da je B̂Ma = ĈMa i
|MaB| = |MaC|. (2.1)
Sada prema teoremu 1.1.23 zakljucˇujemo da se tocˇka Ma nalazi na simetrali kuta kod vrha
A pa je ^BAMa = ^BAU =
α
2
. Nadalje, promotrimo trokut MaUC. Kut ^MaUC je vanjski
kut trokuta AUC kod vrha U, pa je
^MaUC = ^CAU + ^ACU =
α
2
+
γ
2
.
Takoder, ^MaCB = ^BAU jer su to kutovi nad istim kruzˇnim lukom B̂Ma. Zato je
^MaCU = ^MaCB + ^BCU =
α
2
+
γ
2
.
Dakle, trokut MaUC je jednakokracˇan i vrijedi
|MaC| = |MaU |. (2.2)
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Slika 2.9: Konciklicˇnost tocˇaka U, Ua, B, C
Promotrimo trokut BMaUa. Kut ^CBUa je polovina vanjskog kuta trokuta ABC kod vrha
B, dok zbog B̂Ma = ĈMa vrijedi ^CBMa = ^MaCB = ^BAU. Zato je
^MaBUa = ^CBUa − ^CBMa =
(
90◦ − β
2
)
− α
2
=
γ
2
,
Zˇelimo josˇ odrediti kut ^MaUaB. Uocˇimo trokut AUaB. Kut ^ABUa = ^ABC + ^CBUa.
Zato je
^MaUaB = ^AUaB = 180◦ − ^UaAB − ^ABUa
= 180◦ − α
2
−
β + 90◦ − β2

= 90◦ −
α2 + β2
 = γ2.
Dakle, trokut BMaUa je jednakokracˇan i vrijedi
|MaB| = |MaUa|. (2.3)
POGLAVLJE 2. PRIPISANE KRUZˇNICE TROKUTA 26
Sada iz (2.1), (2.2) i (2.3) zakljucˇujemo da je tocˇka Ma sredisˇte kruzˇnice kroz tocˇke B, Ua,
C i U. 
Teorem 2.3.2. Neka je Na polovisˇte luka B̂C (koji sadrzˇi tocˇku A) opisane kruzˇnice trokuta
ABC. Neka su Ub i Uc sredisˇta pripisanih kruzˇnica danog trokuta koje dodiruju redom
stranice AC i AB. Tada tocˇke Ub, Uc, B, C lezˇe na kruzˇnici sa sredisˇtem u Na.
Slika 2.10: Konciklicˇnost tocˇaka Ub, Uc, B, C
Dokaz. Teorem 1.1.22 povlacˇi da je ^UbBUc = ^UbCUc = 90◦. Zbog teorema 1.2.2 tocˇke
Ub, Uc, B, C lezˇe na kruzˇnici s promjerom UbUc. Ostaje nam pokazati da je polovisˇte te
duzˇine upravo tocˇka Na.
Neka su α, β i γ mjere kutova danog trokuta redom pri vrhovima A, B, C. Bez smanjenja
opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je β > γ. Buduc´i da je Na polovisˇte luka B̂C slijedi da
je B̂Na = ĈNa i
|NaB| = |NaC|. (2.4)
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Zato je trokut NaBC jednakokracˇan. Kako je ^BNaC = ^BAC = α, to je ^NaBC =
^NaCB = 90◦ −
α
2
. Takoder je ^NaAC = ^NaBC = 90◦ −
α
2
.
Nadalje, ^UbAC je polovina vanjskog kuta trokuta ABC kod vrha A, pa je ^UbAC = 90◦−
α
2
.
Iz ^NaAC = ^UbAC slijedi da tocˇka Na lezˇi na pravcu AUb. Zakljucˇujemo tocˇke Ub, Na i
Uc su kolinearne.
Sada promotrimo trokut NaBUc. Vrijedi
^NaUcB = ^AUcB = 180◦ − ^UcAB − ^UcBA.
Buduc´i da su ^UcAB i ^UcBA polovine vanjskih kutova trokuta ABC kod vrhova A i B,
slijedi
^NaUcB = ^AUcB = 180◦ −
(
90◦ − α
2
)
−
(
90◦ − β
2
)
=
α
2
+
β
2
.
Nadalje, neka je Ac diralisˇte pripisane kruzˇnice sa sredisˇtem u Uc s pravcem BC. Tada
^NaBUc = ^NaBAc − ^UcBAc =
(
90◦ +
α
2
)
−
(
90◦ − β
2
)
=
α
2
+
β
2
.
Dakle, trokut NaBUc je jednakokracˇan i vrijedi
|NaUc| = |NaB|. (2.5)
Analogno je
|NaUb| = |NaC|. (2.6)
Sada iz (2.4), (2.5) i (2.6) zakljucˇujemo da je tocˇka Na sredisˇte kruzˇnice kroz tocˇke Ub, Uc,
B, C. 
Teorem 2.3.3. Neka je ABC trokut. Neka je ku(U, ru) upisana kruzˇnica trokuta ABC. Neka
je kb(Ub, rb) pripisana kruzˇnica trokuta ABC nasuprot vrha B. Neka su tocˇke A1, B1, C1
diralisˇta kruzˇnice ku redom sa stranicama BC, AC i AB, te neka su tocˇke Ab, Bb, Cb diralisˇta
pripisane kruzˇnice kb redom s pravcima BC, AC i AB. Neka su E i D tocˇke u kojima AU i
CU redom sijeku A1C1. Neka su D1 i E1 tocˇke u kojima AUb i CUb redom sijeku AbCb.
Tada su tocˇke A, D, E, C, D1 i E1 konciklicˇke.
Za dokaz teorema 2.3.3 trebat c´e nam dvije tvrdnje koje dokazujemo u iduc´im teore-
mima.
Teorem 2.3.4. Uz oznake iz teorema 2.3.3 vrijedi ^AEC = 90◦.
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Slika 2.11: ^AEC je pravi kut
Dokaz. Mjere kutova u trokutu ABC pri vrhovima A, B, C, oznacˇimo redom s α, β, γ.
Prema teoremu 1.2.4 vrijedi |BA1| = |BC1|, pa je trokut BA1C1 jednakokracˇan i vrijedi
^A1C1B = ^C1A1B. U tom se trokutu visina iz vrha B podudara sa simetralom kuta kod
tog istog vrha. Zbog toga je:
^A1BU = ^C1BU =
β
2
,
^A1C1B = ^C1A1B = 90◦ − β2 .
Uocˇimo sada trokut AEC1. Vrijedi:
^C1AE = ^C1AU =
α
2
,
^AC1E = 180◦ − ^A1C1B = 180◦ −
90◦ − β2
 = 90◦ + β2,
pa je
^AEC1 = 180◦ − ^C1AE − ^AC1E = 180◦ −
α
2
−
90◦ + β2
 = 90◦ − α2 + β2
 = γ2.
Uocˇimo sada cˇetverokut EA1CU. Kut ^A1CU =
γ
2
jer je U sredisˇta trokutu upisane
kruzˇnice, ^C1EU = ^C1EA =
γ
2
pa je prema teoremu 1.2.9 cˇetverokut EA1CU tetivan
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i mozˇe mu se opisati kruzˇnica. Buduc´i da je A1 diralisˇte upisane kruzˇnice trokuta sa stra-
nicom BC slijedi da je ^UA1C = 90◦. Prema teoremu 1.2.2 UC je promjer kruzˇnice
opisane trokutu UA1C, pa onda i cˇetverokutu UEA1C. Slijedi ^UEC = 90◦, odnosno
^AEC = 90◦. 
Teorem 2.3.5. Uz oznake iz teorema 2.3.3 vrijedi ^AD1C = 90◦.
Slika 2.12: ^AD1C je pravi kut
Dokaz. Mjere kutova u trokutu ABC pri vrhovima A, B, C, oznacˇimo redom s α, β, γ.
Prema teoremu 1.2.4 vrijedi |BAb| = |BCb|, pa je trokut BAbCb jednakokracˇan i vrijedi
^AbCbB = ^CbAbB = 90◦ − β2 . (2.7)
Kako je Ub sredisˇte pripisane kruzˇnice imamo
^AbCUb = ^AbCD1 =
α + β
2
= 90◦ − γ
2
, (2.8)
^CbAUb =
β + γ
2
= 90◦ − α
2
.
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Iz (2.7) i (2.8) zakljucˇujemo ^AbD1C = 90◦ −
α
2
. Sada je ^CbD1Ub = AbD1C = 90◦ −
α
2
jer
su to vrsˇni kutovi.
Uocˇimo cˇetverokut AD1UbCb. Kutovi nad stranicom UbCb su jednaki
^CbAUb = CbD1Ub = 90◦ − α2 ,
pa je taj cˇetverokut tetivan. Tocˇka Cb je diralisˇte tangente na pripisanu kruzˇnicu pa je
ACbUb = 90◦. Sada prema teoremu 1.2.9 sijedi da je ^AD1C = 90◦, a to je i trebalo
dokazati. 
Slika 2.13: Konciklicˇnost tocˇaka A, D, E, C, D1 i E1
Konacˇno, dokazˇimo teorem 2.3.3.
Dokaz. Dokaz teorema 2.3.3.
Prema teoremu 2.3.4 je ^AEC = 90◦ i analogno ^ADC = 90◦, a iz teorema 2.3.5 ^AD1C =
^AE1C = 90◦. To znacˇi da tocˇke E i D, a takoder i tocˇke D1 i E1 lezˇe na kruzˇnici promjera
ED, cˇime je tvrdnja dokazana. 
Poglavlje 3
Metricˇke relacije vezane uz trokut
3.1 Duljine polumjera kruzˇnica pridruzˇenih trokutu
Prethodnim analizama pokazali smo da su svaki trokut ima opisanu, upisanu i pripisane
kruzˇnice. U ovom dijelu promatramo duljine polumjera tih kruzˇnica i odnose izmedu
povrsˇine trokuta i duljine njegovih stranica.
Teorem 3.1.1. Ako je s =
a + b + c
2
poluopseg, a P povrsˇina trokuta, tada duljina polu-
mjera trokutu upisane kruzˇnice iznosi:
r =
P
s
.
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je U sredisˇte tom trokutu upisane kruzˇnice. Uocˇimo
trokute ABU, BCU, ACU. U svakom od tih trokuta duljina visine iz vrha U iznosi r.
Izrazimo povrsˇinu trokuta ABC kao zbroj povrsˇina trokuta ABU, BCU, ACU. Imamo:
P = P(ABC) = P(ABU) + P(BCU) + P(ACU)
=
cr
2
+
ar
2
+
br
2
=
r(a + b + c)
2
= rs.
Slijedi: r =
P
s
. 
31
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Slika 3.1: Polumjer r upisane kruzˇnice trokuta
Teorem 3.1.2. Ako je s =
a + b + c
2
poluopseg, a P povrsˇina trokuta, tada duljina polu-
mjera trokutu pripisanih kruzˇnica iznosi:
ra =
P
s − a ; rb =
P
s − b ; rc =
P
s − c .
Dokaz. Neka je dan trokut ABC sa stranicama duljina a, b, c. Neka je Ua sredisˇte pripisane
kruzˇnice ka koja dodiruje stranicu BC. Uocˇimo cˇetverokut ABUaC. Njegovu povrsˇinu
mozˇemo promatrati kao zbroj povrsˇina trokuta ABUa i ACUa ili pak zbroj povrsˇina trokuta
ABC i BCUa. Dakle,
P(ABC) + P(BCUa) = P(ABUa) + P(ACUa),
odakle je
P = P(ABC) = P(ABUa) + P(ACUa) − P(BCUa)
=
cra
2
+
bra
2
− ara
2
=
ra(c + b − a)
2
= ra
a + b + c2 − a

= ra(s − a).
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Slika 3.2: Polumjer ra pripisane kruzˇnice ka trokuta ABC
Slijedi:
ra =
P
s − a .
Analogno dobivamo rb =
P
s − b i rc =
P
s − c. 
Sljedec´i teorem nam govori na koji nacˇin su povezane duljine visina trokuta, polumjeri
njemu pripisanih kruzˇnica te polumjer njegove upisane kruzˇnice.
Teorem 3.1.3. Neka su va, vb, vc duljine visina trokuta ABC. Neka je r duljina polumjera
upisane, a ra, rb, rc duljine polumjera pripisanih kruzˇnica trokuta. Tada vrijedi:
1
r
=
1
va
+
1
vb
+
1
vc
,
1
r
=
1
ra
+
1
rb
+
1
rc
.
Dokaz. Neka je dan trokut ABC sa stranicama duljina a, b, c i neka su va, vb, vc duljine
visina na stranice trokuta BC, AC, AB, redom. Neka je r duljina polumjera trokutu upisane
kruzˇnice.
Dobro poznatu formulu za povrsˇinu trokuta
P =
ava
2
=
bvb
2
=
cvc
2
POGLAVLJE 3. METRICˇKE RELACIJE VEZANE UZ TROKUT 34
zapisat c´emo u malo drugacˇijem obliku. Dobivamo:
1
va
=
a
2P
,
1
vb
=
b
2P
,
1
vc
=
c
2P
.
Zbrojimo li te jednakosti dobivamo:
1
va
+
1
vb
+
1
vc
=
a
2P
+
b
2P
+
c
2P
=
a + b + c
2P
.
Kako je a + b + c = 2s, gdje je s poluopseg, a P = rs, vrijedi:
1
va
+
1
vb
+
1
vc
=
2s
2P
=
s
rs
=
1
r
.
Ostaje nam josˇ pokazati da vrijedi:
1
r
=
1
ra
+
1
rb
+
1
rc
.
Neka su ra, rb, rc polumjeri pripisanih kruzˇnica danog trokuta. U teoremu 3.1.2 uocˇili smo
vezu izmedu povrsˇine danog trokuta i polumjera pripisanih kruzˇnica. Dakle, ra =
P
s − a, pa
je
1
ra
=
s − a
P
. Analogno
1
rb
=
s − b
P
,
1
rc
=
s − c
P
. Sada je:
1
ra
+
1
rb
+
1
rc
=
s − a
P
+
s − b
P
+
s − c
P
=
3s − (a + b + c)
P
=
3s − 2s
P
=
s
P
=
s
rs
=
1
r
.

Povrsˇinu danog trokuta mozˇemo izracˇunati i kada su nam zadane samo duljine stranica
trokuta. Pri tome se sluzˇimo Heronovom formulom. Formula je ime dobila po jednom od
najznacˇajnijih matematicˇara i predstavnika znanosti u staroj Grcˇkoj, Heronu (oko 10.−75.)
iz Aleksandrije. On je formulu zapisao i dokazao u prvoj knjizi svog djela Metrika.[2] U
nastavku navodimo dokaz Heronove formule koristec´i svojstva upisane i opisane kruzˇnice
danog trokuta.
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Teorem 3.1.4. (Heronova formula) Neka su a, b, c duljine stranica danog trokuta, a s
njegov poluopseg. Tada povrsˇina trokuta iznosi:
P =
√
s(s − a)(s − b)(s − c).
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je k(U, r) kruzˇnica upisana danom trokutu, a A1,
B1, C1 diralisˇta te kruzˇnice sa stranicama BC, AC, AB redom. Neka je ka(Ua, ra) njegova
pripisana kruzˇnica koja dodiruje stranicu BC u tocˇki Aa, a pravce AB i AC redom u tocˇkama
Ca i Ba. Oznacˇimo mjeru kuta kod vrha B s β.
Slika 3.3: Uz izvod za Heronovu formulu
Iz teorema 1.2.4, 2.2.5 i 2.2.6 dobivamo:
|AB1| = |AC1| = s − a, |BA1| = |BC1| = s − b, |CA1| = |CB1| = s − c,
|ACa| = |ABa| = s, |BAa| = |BCa| = s − c, |CAa| = |CBa| = s − b.
Znamo da tocˇke U i Ua lezˇe na simetrali unutarnjeg kuta trokuta kod vrha A. Takoder,
Ua lezˇi na simetrali vanjskog kuta trokuta kod vrha B, a U na simetrali unutarnjeg kuta kod
istog vrha. Prema teoremu 1.1.22 slijedi da se pravci BU i BUa sijeku pod pravim kutom,
odnosno ^UBUa = 90◦.
Buduc´i da je U sredisˇte upisane, a Ua sredisˇte pripisane kruzˇnice trokuta ABC slijedi:
^UC1B = ^UaCaB = 90◦, ^UBC1 =
β
2
, ^BUC1 = 90◦ − β2 ,
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dok za ^UaBCa vrijedi:
^UaBCa = 180◦ − ^UBC1 − ^UBUa
= 180◦ − β
2
− 90◦ = 90◦ − β
2
.
Zbog toga su trokuti C1BU i CaUaB slicˇni prema K-K teoremu o slicˇnosti trokuta. Slijedi:
|CaUa|
|C1B| =
|BCa|
|UC1| ⇒
ra
s − b =
s − c
r
⇒ r · ra = (s − b)(s − c). (3.1)
Takoder, ocˇito je da su trokuti AUC1 i AUaCa slicˇni prema K-K teoremu o slicˇnosti trokuta.
Slijedi:
|AU |
|AUa| =
|AC1|
|ACa| ⇒
r
ra
=
s − a
s
⇒ ra = r · ss − a . (3.2)
Uzevsˇi u obzir (3.1) i (3.2) dobivamo:
r =
√
(s − a)(s − b)(s − c)
s
,
odakle je:
P = r · s = √s(s − a)(s − b)(s − c).

3.2 Metricˇke relacije medu tocˇkama H, T , O, U
Karakteristicˇne tocˇke trokuta imaju zanimljiva svojstva. Neka od njih navodimo u ovom
dijelu. Posebno nas zanimaju udaljenosti izmedu sredisˇta trokutu upisane kruzˇnice i orto-
centra, kao i izmedu sredisˇta trokutu opisane kruzˇnice i ortocentra.
Teorem 3.2.1. Sredisˇte O opisane kruzˇnice, tezˇisˇte T i ortocentar H svakog trokuta su
kolinearne tocˇke. Nadalje, T je izmedu O i H i vrijedi |T H| = 2 · |TO|.
Pravac iz teorema 3.2.1 naziva se Eulerov pravac tog trokuta.
Dokaz. Neka je u trokutu ABC tocˇka A′ polovisˇte stranice BC, a B′ polovisˇte stranice AC.
Tada je A′B′ srednjica trokuta ABC te vrijedi A′B′ ‖ AB, |A′B′| = 12 |AB|.
Kako je pravac AH okomit na BC i A′O okomit na BC, to su pravci AH i A′O medusobno
paralelni. Takoder, pravac BH je okomit na AC i B′O je okomit na AC, pa su pravci
BH i B′O medusobno paralelni. Zakljucˇujemo da su odgovarajuc´e stranice u trokutima
ABH i A′B′O paralelne. Zbog toga su sˇiljasti kutovi ^HAB i ^OA′B′ s paralelnim kracima
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Slika 3.4: Kolinearnost tocˇaka O, T , H.
medusobno sukladni, kao i ^ABH i ^A′B′O.
Sada prema K-K teoremu o slicˇnosti trokuta slijedi da su trokuti ABH i A′B′O slicˇni, pa
vrijedi
|AH|
|A′O| =
|AB|
|A′B′| = 2.
Neka je tocˇka T1 sjecisˇte pravaca HO i AA′. Kako su pravci AH i A′O paralelni, a tocˇke A,
A′, T1, odnosno H, O, T1 kolinearne, to su trokuti AHT1 i A′OT1 slicˇni prema K-K teoremu
o slicˇnosti trokuta. Slijedi
|AT1|
|A′T1| =
|AH|
|A′O| = 2.
Medutim, duzˇina AA′ je tezˇisˇnica trokuta ABC i prema teoremu 1.1.10 za tezˇisˇte T vrijedi
|AT |
|A′T | = 2. Sada iz
|AT1|
|A′T1| =
|AT |
|A′T | slijedi da se tocˇke T1 i T podudaraju.
Dakle, T lezˇi na pravcu HO, odnosno tocˇke T , H, O su kolinearne. Kako su trokuti AHT i
A′OT slicˇni, slijedi
|T H|
|TO| =
|AT |
|A′T | = 2, pa je |T H| = 2 · |TO|. 
Korolar 3.2.2. Udaljenost ortocentra H od vrha A trokuta ABC dvostruko je vec´a od
udaljenosti sredisˇta O trokutu opisane kruzˇnice do stranice BC.
Sˇvicarac Leonhard Euler (1707. − 1783.) bio je jedan od najvec´ih matematicˇara 18.
stoljec´a. Ostavio je dubok trag u proucˇavanju geometrije trokuta. Zbog toga ne cˇudi sˇto
mnogi pojmovi i teoremi u geometriji nose njegovo ime. Smatra se da je upravo Euler prvi
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dokazao rezultat sljedec´eg teorema.[2] Postoje razni njegovi dokazi, a mi c´emo ga dokazati
koristec´i potenciju tocˇke u odnosu na kruzˇnicu.
Teorem 3.2.3. (Eulerova formula). Neka je R radijus opisane, a r radijus upisane kruzˇnice
trokuta. Za udaljenost d izmedu sredisˇta O opisane i sredisˇta U upisane kruzˇnice trokuta
vrijedi:
d2 = R2 − 2Rr.
Slika 3.5: Eulerova formula
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka je O sredisˇte opisane kruzˇnice ko, a U sredisˇte
upisane ku kruzˇnice trokuta ABC i neka je |OU | = d. Neka je E tocˇka u kojoj pravac AU
sijecˇe ko. Nadalje, neka pravac OE sijecˇe kruzˇnicu ko u tocˇki F i neka pravac OU sijecˇe
kruzˇnicu ko u tocˇkama G i H. Uocˇimo da su EF i GH promjeri opisane kruzˇnice.
Promotrimo tocˇku U. Prema teoremu 1.2.11 za potenciju tocˇke U u odnosu na ko vrijedi:
|AU | · |UE| = |GU | · |UH| = (R − d) · (R + d) = R2 − d2. (3.3)
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Uocˇimo tocˇka E je polovisˇte luka B̂C, pa po teoremu 2.3.1 slijedi
|EB| = |EC| = |EU |. (3.4)
Neka je C1 diralisˇte ku sa stranicom AB. Zakljucˇujemo da je trokut AUC1 pravokutni s
pravim kutom kod vrha C1 te kutom mjere
α
2
kod vrha A.
Pogledajmo trokut FEC. On je takoder pravokutni s pravim kutom kod vrha C te vrijedi
^EFC = ^EAC =
α
2
. Sada, prema K-K teoremu o slicˇnosti trokuta slijedi da su trokuti
AUC1 i FEC slicˇni, pa vrijedi:
|AU |
|EF| =
|UC1|
|EC| ⇒ |AU | · |EC| = |UC1| · |EF| = r · 2R. (3.5)
Dakle, iz (3.5), (3.4), (3.3) dobivamo
2rR = |AU | · |EC| = |AU | · |UE| = R2 − d2,
odnosno:
d2 = R2 − 2rR.

Korolar 3.2.4. Polumjer opisane kruzˇnice danog trokuta ne mozˇe biti manji od promjera
upisane kruzˇnice, tj. R ≥ 2r.
Dokaz. Iz d2 = R2 − 2rR = R(R − 2r) ≥ 0 slijedi da je R ≥ 2r. 
Teorem 3.2.5. Neka je dan tokut ABC sa stranicama duljina a, b, c i ortocentrom H. Neka
je k(O,R) tom trokutu opisana kruzˇnica. Za udaljenost OH izmedu sredisˇta O opisane
kruzˇnice trokuta i ortocentra H vrijedi:
|OH|2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2).
Nadalje, neka je D nozˇisˇte visine spusˇtene iz vrha A na stranicu BC. Ako je trokut sˇiljastokutni,
vrijedi:
|OH|2 = R2 − 2 · |AH| · |HD|,
a ako je trokut tupokutni, vrijedi:
|OH|2 = R2 + 2 · |AH| · |HD|.
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Dokaz. Neka su A′, B′, C′ redom polovisˇta stranica BC, AC, AB i neka je T tezˇisˇte danog
trokuta.
Zamijenimo li tocˇku M iz teorema 1.1.13 sa sredisˇtem O opisane kruzˇnice danog trokuta,
dobivamo
|AO|2 + |BO|2 + |CO|2 = |AT |2 + |BT |2 + |CT |2 + 3|OT |2,
3R2 = |AT |2 + |BT |2 + |CT |2 + 3|OT |2.
Primjenom leme 1.1.12 dobivamo
3R2 =
1
3
(
a2 + b2 + c2
)
+ 3|OT |2,
odnosno
9R2 = a2 + b2 + c2 + 9|OT |2.
Prema teoremu 3.2.1 slijedi da je |OH| = 3|OT |, pa je |OH|2 = 9|OT |2. Konacˇno:
9R2 = a2 + b2 + c2 + |OH|2,
|OH|2 = 9R2 −
(
a2 + b2 + c2
)
.
Ostaje nam dokazati drugi dio teorema. U tu svrhu promatramo tri slucˇaja: trokut ABC
Slika 3.6: Sukladnost trokuta BDH i BDH1 za sˇiljastokutni trokut ABC
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Slika 3.7: Trokut ABC s tupim kutom u vrhu A
je sˇiljastokutni, trokut ABC ima tupi kut u vrhu A i bez smanjenja opc´enitosti trokut ABC
ima tupi kut u vrhu B. Neka pravac AH sijecˇe opisanu kruzˇnicu trokuta ABC u tocˇki H1,
pri cˇemu je H1 , A. Uocˇimo trokute BDH i BDH1. Za trokut ABC sˇiljastokutni i trokut
ABC s tupim kutom u vrhu A vrijedi
^H1BD = ^H1AC = ^DAC = 90◦ − γ
jer su to obodni kutovi nad kruzˇnim lukom Ĥ1C. Takoder, BH ⊥ AC pa je
^DBH = 90◦ − ^BCA = 90◦ − γ.
Nadalje, za trokut ABC s tupim kutom u vrhu B vrijedi
^DH1B = ^BCA = γ,
jer su to obodni kutovi nad kruzˇnim lukom ÂB, pa je
^H1BD = 90◦ − γ.
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Dakle, trokuti BDH i BDH1 imaju zajednicˇku stranicu BD, ^BDH1 = ^BDH te je ^H1BD =
^HBD pa su oni sukladni prema K-S-K teoremu o sukladnosti trokuta. Slijedi
|HD| = |DH1|. (3.6)
Pogledajmo sada potenciju tocˇke H u odnosu na opisanu kruzˇnicu. Ako je trokut sˇiljastokutni,
Slika 3.8: Trokut ABC s tupim kutom u vrhu B
ortocentar H lezˇi unutar opisane kruzˇnice. Primjenom teorema 1.2.11 dobivamo
|HA| · |HH1| = R2 − |OH|2.
Primijetimo |HH1| = |HD| + |DH1|, te uz (3.6) imamo
|HA| · 2 · |HD| = R2 − |OH|2,
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odnosno
|OH|2 = R2 − 2 · |AH| · |HD|.
Ako je trokut tupokutni, ortocentar H lezˇi izvan opisane kruzˇnice. Primjenom teorema
1.2.12 dobivamo
|HA| · |HH1| = |OH|2 − R2,
odnosno uz (3.6)
|OH|2 = R2 + 2 · |AH| · |HD|.

Teorem 3.2.6. Neka je dan trokut ABC sa stranicama duljina a, b, c i ortocentrom H. Neka
je k(U, r) upisana, a k(O,R) opisana kruzˇnica tom trokutu. Za udaljenost izmedu sredisˇta
U upisane kruzˇnice trokuta i ortocentra H vrijedi:
|HU |2 = 2(r2 + 2R2) − 1
2
(a2 + b2 + c2).
Nadalje, neka je D nozˇisˇte visine spusˇtene iz vrha A na stranicu BC. Ako je trokut sˇiljastokutni,
vrijedi:
|HU |2 = 2r2 − |AH| · |HD|,
a ako je trokut tupokutni vrijedi:
|HU |2 = 2r2 + |AH| · |HD|.
Dokaz. Oznacˇimo mjere kutova kod vrhova trokuta A, B, C, redom s α, β, γ. Neka je
ka(Ua, ra) pripisana kruzˇnica koja dodiruje stranicu BC. Uocˇimo trokute ACUa i AUB i
pogledajmo njihove kutove. Kako su U i Ua na simetrali kuta ^BAC vrijedi
^CAUa = ^UAB =
α
2
.
Nadalje,
^AUB = 180◦ − ^UAB − ^UBA = 180◦ − α
2
− β
2
= 90◦ +
γ
2
.
Iz teorema 1.1.22 slijedi da je ^UCUa = 90◦, pa je
^ACUa = ^ACU + ^UCUa =
γ
2
+ 90◦.
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Dakle, ^CAUa = ^UAB i ^ACUa = ^AUB, pa su trokuti ACUa i AUB slicˇni prema K-K
teoremu o slicˇnosti trokuta. Slijedi:
|AU |
|AC| =
|AB|
|AUa| ⇒ |AU | · |AUa| = |AB| · |AC|. (3.7)
Neka su C′ i A′ polovisˇta stranica AB i BC, redom. Neka je k(O,R) opisana kruzˇnica. Kut
^AOB je sredisˇnji kut. Zato vrijedi:
^AOB = 2^ACB = 2γ,
^C′OB =
1
2
^AOB = γ.
Slika 3.9: Sˇiljastokutni trokut ABC
Nadalje, uocˇimo trokute C′BO i DAC. Vrijedi:
^ADC = ^OC′B = 90◦,
^DCA = ^C′OB = γ.
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Dakle, trokuti C′BO i DAC su slicˇni prema K-K teoremu o slicˇnosti trokuta pa vrijedi
|AD|
|BC′| =
|AC|
|BO| ⇒ |AD| · |BO| = |AC| · |BC
′|,
te uz |AB| = 2|BC′|, |OB| = R imamo
|AB| · |AC| = 2R · |AD|. (3.8)
Sada, na temelju (3.7) i (3.8) slijedi:
|AU | · |AUa| = 2R · |AD|. (3.9)
Iz teorema 2.3.1 znamo da je |UMa| = |MaUa|, gdje je Ma sjecisˇte simetrale kuta kod vrha
A i opisane kruzˇnice trokuta ABC, pa je
|AUa| = |AU | + |UMa| + |MaUa| = |AU | + 2|UMa|
= 2|AU | + 2|UMa| − |AU | = 2(|AU | + |UMa|) − |AU |
= 2|AMa| − |AU |,
odakle uvrsˇtavanjem u (3.9) dobijemo
2|AU | · |AMa| − |AU |2 = 2R · |AD|. (3.10)
Neka je K nozˇisˇte okomice spusˇtene iz U na visinu AD te neka je L drugo sjecisˇte MaO
s k(O,R). Uocˇimo trokute AKU i MaAL. Duzˇina MaL je promjer opisane kruzˇnice, pa je
^AKU = ^MaAL = 90◦ te ^KAU = ^AMaL jer je AK ‖ MaL. Dakle, trokuti AKU i MaAL
su slicˇni prema K-K teoremu o slicˇnosti trokuta. Slijedi:
|AU |
|MaL| =
|AK|
|AMa| ⇒ |AU | · |MaA| = |AK| · |MaL|,
odnosno
|AU | · |MaA| = |AK| · 2R. (3.11)
Iz (3.10) i (3.11) dobivamo
4R · |AK| = 2R · |AD| + |AU |2. (3.12)
Sada, primjenom kosinusovog poucˇka na trokut AUH slijedi
|UH|2 = |AU |2 + |AH|2 − 2 · |AU | · |AH| · cos ^UAH. (3.13)
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Slika 3.10: Trokut ABC s tupim kutom u vrhu A
Vrijednost cos ^UAH dobit c´emo primjenom trigonometrije na pravokutni trokut AKU.
Vrijedi
cos ^UAK =
|AK|
|AU | .
Za sˇiljastokutni trokut vrijedi
cos ^UAH = cos ^UAK =
|AK|
|AU | ,
pa uvrsˇtavanjem u (3.13) dobivamo
|UH|2 = |AU |2 + |AH|2 − 2 · |AH| · |AK|. (3.14)
Za trokut s tupim kutom u vrhu A vrijedi
cos ^UAH = cos (180◦ − ^AUK) = − cos ^AUK = −|AK||AU | ,
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pa uvrsˇtavanjem u (3.13) dobivamo
|UH|2 = |AU |2 + |AH|2 + 2 · |AH| · |AK|, (3.15)
dok je za trokut s tupim kutom u vrhu B
cos ^UAH = cos ^UAK =
|AK|
|AU | ,
pa i u ovom slucˇaju vrijedi formula (3.14). Nadalje, u sˇiljastokutnom trokutu je |AD| =
|AH| + |HD| pa vrijedi:
2R · |UH|2 = 2R · |AU |2 + 2R · |AH|2 − 4R · |AH| · |AK| prema (3.14)
= 2R · |AU |2 + 2R · |AH|2 − |AH|
(
2R · |AD| + |AU |2
)
prema (3.12)
= (2R − |AH|) |AU |2 − 2R · |AH| (|AD| − |AH|)
= (2|OMa| − 2|OA′|) |AU |2 − 2R · |AH| · |HD| korolar 3.2.2
= 2|MaA′| · |AU |2 − 2R · |AH| · |HD|,
odnosno
2R · |UH|2 = 2|MaA′| · |AU | · |AU | − 2R · |AH| · |HD|. (3.16)
U trokutu s tupim kutom u vrhu A je |DA| + |AH| = |DH| pa vrijedi:
2R · |UH|2 = 2R · |AU |2 + 2R · |AH|2 + 4R · |AH| · |AK| prema (3.15)
= 2R · |AU |2 + 2R · |AH|2 + |AH|
(
2R · |DA| + |AU |2
)
prema (3.12)
= (2R + |AH|) |AU |2 + 2R · |AH| (|DA| + |AH|)
= (2|A′O| + 2|OMa|) |AU |2 + 2R · |AH| · |DH| korolar 3.2.2
= 2|A′Ma| · |AU |2 + 2R · |AH| · |DH|,
odnosno
2R · |UH|2 = 2|A′Ma| · |AU | · |AU | + 2R · |AH| · |DH|. (3.17)
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Slika 3.11: Trokut ABC s tupim kutom u vrhu B
Ostaje nam josˇ pogledati sˇto vrijedi za trokut s tupim kutom u vrhu B (ili C). Kut u
vrhu A je sˇiljast te je |AD| + |DH| = |AH| pa vrijedi:
2R · |UH|2 = 2R · |AU |2 + 2R · |AH|2 − 4R · |AH| · |AK| prema (3.14)
= 2R · |AU |2 + 2R · |AH|2 − |AH|
(
2R · |AD| + |AU |2
)
prema (3.12)
= (2R − |AH|) |AU |2 + 2R · |AH| (|AH| − |AD|) jer je |AH| > |AD|
= (2|OMa| − 2|OA′|) |AU |2 + 2R · |AH| · |HD| korolar 3.2.2
= 2|A′Ma| · |AU |2 + 2R · |AH| · |HD|,
odnosno
2R · |UH|2 = 2|A′Ma| · |AU | · |AU | + 2R · |AH| · |HD|.
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Zakljucˇujemo, ako je trokut sˇiljastokutan vrijedi (3.16), a ako je trokut tupokutan vrijedi
(3.17).
Neka je B1 diralisˇte upisane kruzˇnice trokuta ABC sa stranicom AC. Uocˇimo trokute
BA′Ma i AB1U. Ocˇito je ^BA′Ma = ^UB1A = 90◦ te ^MaBA′ = ^MaBC = ^MaAC =
^UAB1 =
α
2
jer su to kutovi nad kruzˇnim lukom M̂aC. Dakle, trokuti BA′Ma i AB1U su
slicˇni prema K-K teoremu o slicˇnosti trokuta. Vrijedi:
|AU |
|MaB| =
|UB1|
|MaA′| ⇒ |MaA
′| · |AU | = |MaB| · |UB1|.
Zbog toga za sˇiljastokutni trokut imamo
2R · |UH|2 = 2r|MaB| · |AU | − 2R · |AH| · |HD|, (3.18)
dok je za tupokutan
2R · |UH|2 = 2r|MaB| · |AU | + 2R · |AH| · |DH|. (3.19)
Takoder, prema K-K teoremu o slicˇnosti trokuta, trokuti MaBL i UB1A su slicˇni, jer je
^MaBL = 90◦, ^BLMa =
α
2
. Slijedi:
|MaL|
|AU | =
|BMa|
|UB1| ⇒ |BMa| · |AU | = |MaL| · |UB1|.
Konacˇno iz (3.18) za sˇiljastokutni trokut proizlazi
2R · |UH|2 = 2r · |MaL| · |UB1| − 2R · |AH| · |HD|,
R · |UH|2 = r · 2R · r − R · |AH| · |HD|,
|UH|2 = 2r2 − |AH| · |HD|, (3.20)
a iz (3.19) za tupokutni trokut imamo
2R · |UH|2 = 2r · |MaL| · |UB1| + 2R · |AH| · |DH|,
R · |UH|2 = r · 2R · r + R · |AH| · |DH|,
|UH|2 = 2r2 + |AH| · |HD|. (3.21)
Sada prema teoremu 3.2.5 za sˇiljastokutni trokut slijedi
|AH| · |HD| = R
2 − |OH|2
2
=
R2 − 9R2 + (a2 + b2 + c2)
2
=
(a2 + b2 + c2) − 8R2
2
,
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odakle uvrsˇtavanjem u (3.20) dobivamo
|UH|2 = 2r2 − (a
2 + b2 + c2) − 8R2
2
= 2r2 + 4R2 − 1
2
(
a2 + b2 + c2
)
= 2(r2 + 2R2) − 1
2
(
a2 + b2 + c2
)
.
Nadalje, prema teoremu 3.2.5 za tupokutni trokut slijedi
|AH| · |HD| = |OH|
2 − R2
2
=
9R2 + (a2 + b2 + c2 − R2)
2
=
8R2 − (a2 + b2 + c2)
2
,
odakle uvrsˇtavanjem u (3.21) dobivamo
|UH|2 = 2r2 + 8R
2 − (a2 + b2 + c2)
2
= 2r2 + 4R2 − 1
2
(
a2 + b2 + c2
)
= 2(r2 + 2R2) − 1
2
(
a2 + b2 + c2
)
.
Uocˇimo da su nam dva promatrana slucˇaja: za sˇiljastokutni i za tupokutni trokut dala isti
rezulatat, koji se tvrdi teoremom.
Na kraju, pokazˇimo da teorem vrijedi i za pravokutni trokut. Ako je kut u vrhu A pravi,
onda se ortocentar H podudara s vrhom A. Primijetimo duzˇina AU je dijagonala kvadrata
cˇija su dva nasuprotna vrha diralisˇta upisane kruzˇnice. Zbog toga je |AU | = |HU | = r · √2,
odnosno
|HU |2 = 2 · r2.
Kako je iz Pitagorinog poucˇka a2 = b2 + c2 te a = 2R, vrijedi R2 = b2 + c2. Sada je
a2 + b2 + c2 = 4R2 + 4R2 = 8R2 ⇒ 1
2
(
a2 + b2 + c2
)
= 4R2.
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Konacˇno,
|UH|2 = 2r2 = 2r2 + 4R2 − 4R2
= 2
(
r2 − 2R2
)
− 1
2
(
a2 + b2 + c2
)
,
te je time teorem dokazan.

Poglavlje 4
Feuebachova kruzˇnica
Kroz rad smo promatrali konciklicˇnost razlicˇitih tocˇaka vezanih uz trokut i kruzˇnice. U
ovom c´emo poglavlju promatrati Feuerbachovu kruzˇnicu i otkriti konciklicˇnost josˇ nekih
tocˇaka. Za kraj c´emo dokazati da se u svakom trokutu upisana i Feuerbachova kruzˇnica
dodiruju.
Teorem 4.0.1. Neka su u trokutu ABC tocˇke A′, B′, C′ polovisˇta stranica BC, CA, AB
redom, tocˇke Na, Nb, Nc nozˇisˇta visina, a tocˇke A′′, B′′, C′′ polovisˇta duzˇina AH, BH, CH,
gdje je H ortocenar. Svih devet tocˇaka A′, B′, C′, A′′, B′′, C′′, Na, Nb, Nc lezˇi na istoj
kruzˇnici.
Slika 4.1: Sˇiljastokutan trokut i Feuerbachova kruzˇnica
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Dokaz. Trebamo dokazati konciklicˇnost navedenih devet tocˇaka. Buduc´i da su B′ i C′
polovisˇta stranica trokuta ABC, B′C′ je srednjica trokuta ABC, pa vrijedi |B′C′| = 12 |BC| i
B′C′ ‖ BC. Isto tako, B′′C′′ je srednjica trokuta BCH te je |B′′C′′| = 12 |BC| i B′′C′′ ‖ BC.
Zakljucˇujemo da je B′C′B′′C′′ paralelogram. Njegove dijagonale B′B′′ i C′C′′ medusobno
se raspolavljaju. Oznacˇimo sa S njihov presjek.
Promotrimo trokut AHC. Tocˇke B′ i C′′ su polovisˇta stranica tog trokuta. Zato je B′C′′
njegova srednjica, pa je B′C′′ ‖ AH. Slijedi B′C′′ ⊥ B′′C′′, tj. ^B′C′′B′′ = 90◦. Prema
tome, B′C′B′′C′′ je pravokutnik kojemu mozˇemo opisati kuzˇnicu sa sredisˇtem u tocˇki S ,
polumjera 12 |C′C′′|.
Na isti nacˇin pokazujemo da je A′C′A′′C′′ pravokutnik kojemu mozˇemo opisati kruzˇnicu
jednakog polumjera i sredisˇta kao i pravokutniku B′C′B′′C′′.
Uocˇimo da tocˇke A′, B′, C′, A′′, B′′, C′′ lezˇe na istoj kruzˇnici. Oznacˇimo tu kuzˇnicu s k.
Trokut C′C′′Nc je pravokutan s hipotenuzom C′C′′, pa je kruzˇnica opisana tom trokutu
upravo kruzˇnica k. Dakle, i tocˇka Nc lezˇi na kruzˇnici k.
Analogno se pokazˇe da i tocˇke Na i Nb lezˇe na kruzˇnici k. 
Slika 4.2: Pravokutan trokut i Feuerbachova kruzˇnica
Definicija 4.0.2. Kruzˇnicu na kojoj lezˇe polovisˇta stranica trokuta, polovisˇta spojnica or-
tocentra i vrhova trokuta te nozˇisˇta visina trokuta zovemo Feuerbachova kruzˇnica.
Prema povijesnim istrazˇivanjima postoji nekoliko njenih nezavisnih otkric´a, pa se ova
kruzˇnica cˇesto u literatuti susrec´e pod imenom kruzˇnica devet tocˇaka ili pak Eulerova
kruzˇnica. Povijest otkric´a detaljno je prikazana u cˇlanku [11].
Njemacˇki matematicˇar Karl Wilhelm Feuerbach (1800. − 1834.) proucˇavao je karakte-
risticˇne tocˇke trokuta i otkrio niz novih i vazˇnih tvrdnji vezanih uz Feuerbachovu kruzˇnicu.
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Takoder, dokazao je da kruzˇnica koja prolazi nozˇisˇtima visina trokuta dira sve cˇetiri kruzˇnice
koje diraju stranice trokuta, odnosno njihova produzˇenja. Dakako, radi se o upisanoj i pri-
pisanim kruzˇnicama trokuta. Ovaj je teorem postao poznat kao Feuerbachov teorem. Kroz
povijest je bio predmet istrazˇivanja brojnih matematicˇara, pa postoji velik broj njegovih
razlicˇitih dokaza.
Slika 4.3: Tupokutan trokut i Feuerbachova kruzˇnica
Na slici 4.1 prikazan je sˇiljastokutan trokut i njegova Feuerbachova kruzˇnica, na slici
4.2 pravokutan trokut s pripadajuc´om Feuerbachovom kruzˇnicom, dok je na slici 4.3 tu-
pokutan trokut sa svojom Feuerbachovom kruzˇnicom. Primijetimo da se u pravokutnom
trokutu neke od danih devet tocˇaka podudaraju. Tako je vrh C ujedno i ortocentar te nozˇisˇte
visina iz vrha A i B, pa se i polovisˇta stranica AC i BC podudaraju s polovisˇtima duzˇina
AH i BH.
Svojstva Feuerbachove kruzˇnice navodimo u obliku sljedec´a dva teorema. Napomenimo
da u njihovim dokazima koristimo oznake iz teorema 4.0.1.
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Slika 4.4: Sredisˇte Feuerbachove kruzˇnice
Teorem 4.0.3. Sredisˇte S Feuerbachove kruzˇnice je polovisˇte duzˇine HO, gdje je H orto-
centar, a O sredisˇte opisane kruzˇnice danog trokuta.
Dokaz. Prema teoremu 4.0.1 NaA′ i NcC′ su tetive Feuebachove kruzˇnice. Prema teoremu
1.2.6 sjecisˇte njihovih simetrala je sredisˇte kruzˇnice. Nadalje, HNa ‖ OA′ te HNc ‖ OC′,
pa su cˇetverokuti NaA′OH i NcHOC′ trapezi sa zajednicˇkim krakom HO, a drugi su im
krakovi NaA′, odnosno NcC′ tetive Feuerbachove kruzˇnice.
Uocˇimo da na simetrali promatranih tetiva lezˇe srednjice promatranih trapeza. Buduc´i da
trapezi imaju zajednicˇki krak HO, na tom se kraku mora nalaziti sredisˇte Feuerbachove
kruzˇnice. Takoder, srednjica trapeza spaja polovisˇta krakova trapeza, pa se sredisˇte Feuer-
bachove kruzˇnice podudara s polovisˇtem kraka HO.
Time smo dokazali da je sredisˇte Feuerbachove kruzˇnice polovisˇte duzˇine HO. 
Teorem 4.0.4. Polumjer Feuerbachove kruzˇnice danog trokuta jednak je polovini polu-
mjera opisane kruzˇnice tog trokuta.
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Slika 4.5: Polumjer Feuerbachove kruzˇnice
Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Promotrimo trokut AOH. Iz teorema 4.0.3 znamo da
je S polovisˇte duzˇine HO, a buduc´i da je A′′ polovisˇte duzˇine AH, slijedi da je duzˇina
A′′S srednjica trokuta AOH. Zbog toga vrijedi |A′′S | = 12 |AO|. Uocˇimo da je pri tome A′′S
polumjer Feuerbachove kruzˇnice, a AO polumjer kruzˇnice opisane trokutu ABC, te je time
dokazana tvrdnja teorema. 
Sada mozˇemo dokazati sljedec´u tvrdnju:
Teorem 4.0.5. Svi trokuti upisani u danu kruzˇnicu koji imaju i zajednicˇki ortocentar imaju
zajednicˇku i Feuerbachovu kruzˇnicu.
Dokaz. Neka su dana dva trokuta A1B1C1 i A2B2C2 s istom opisanom kruzˇnicom k(O,R)
i istim ortocentrom H. Neka je S polovisˇte duzˇine OH. Prema teoremu 4.0.3 i teoremu
4.0.4 Feuerbachova kruzˇnica trokuta A1B1C1 je k(S , 12R), a isto vrijedi i za Feuerbachovu
kruzˇnicu trokuta A2B2C2. Dakle, kruzˇnica sa sredisˇtem S i polumjerom 12R zajednicˇka je
Feuerbachova kruzˇnica danih trokuta. 
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Ostaje nam proucˇiti najpoznatiju tvrdnju koja se vezˇe uz Feuerbachovu kruzˇnicu. U
geometriji trokuta to je jedan od najljepsˇih teorema.
Teorem 4.0.6. U svakom trokutu upisana kruzˇnica dodiruje Feuerbachovu kruzˇnicu iznu-
tra.
Slika 4.6: Feuerbachov teorem
Dokaz. Neka je dan trokut ABC s ortocentrom H, sredisˇtem opisane kruzˇnice O, sredisˇtem
upisane kruzˇnice U te sredisˇtem Feuerbachove kruzˇnice S .
Promotrimo trokut UOH. Tocˇka S je polovisˇte stranice OH tog trokuta, pa je duzˇina US
njegova tezˇisˇnica. Sada na taj trokut i tezˇisˇnicu primijenimo teorem 1.1.9. Dobivamo:
|US | = 1
2
√
2|UH|2 + 2|OU |2 − |OH|2,
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odnosno
|US |2 = 1
2
|UH|2 + 1
2
|OU |2 − 1
4
|OH|2. (4.1)
Poznavajuc´i duljine |UH|, |OU |, |OH| mozˇemo odrediti |US |.
Na temelju teorema 3.2.5, 3.2.3 i 3.2.6 imamo redom:
|OH|2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2), (4.2)
|UO|2 = R2 − 2Rr, (4.3)
|HU |2 = 2
(
r2 + 2R2
)
− 1
2
(
a2 + b2 + c2
)
. (4.4)
Uvrsˇtavanjem (4.2), (4.3), (4.4) u (4.1) dobivamo:
|US |2 = 1
2
4R2 + 2r2 − 12 (a2 + b2 + c2)
 + 12 (R2 − 2Rr) − 14 (9R2 − (a2 + b2 + c2))
= 2R2 + r2 − 1
4
(
a2 + b2 + c2
)
+
1
2
R2 − Rr − 9
4
R2 +
1
4
(
a2 + b2 + c2
)
=
1
4
R2 − Rr + r2
=
12R − r
2 .
Zbog korolara 3.2.4 konacˇno je
|US | = R
2
− r.
Dokazali smo da je udaljenost sredisˇta upisane kruzˇnice U i sredisˇta Feuerbachove kruzˇnice
S jednaka razlici polumjera tih dviju kruzˇnica sˇto dokazuje da se one dodiruju. Pritom se
upisana kruzˇnica nalazi unutar Feuerbachove kruzˇnice te ju dodiruje iznutra. 
Definicija 4.0.7. Tocˇku u kojoj se upisana i Feuerbachova kruzˇnica danog trokuta dodiruju
nazivamo Feuerbachovom tocˇkom.
Dodajmo na kraju da vrijedi i:
Teorem 4.0.8. U svakom trokutu Feuerbachova kruzˇnica dodiruje pripisane kruzˇnice iz-
vana.
Ovaj teorem nec´emo dokazivati. Dokaz se provodi na slicˇan nacˇin kao dokaz teorema
4.0.6.
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Sazˇetak
U ovom radu proucˇavali smo trokut, njemu pridruzˇene kruzˇnice te njihova sredisˇta. Proma-
trali smo slicˇnosti, veze i svojstva izmedu njih. Uz cˇetiri najpoznatije karakteristicˇne tocˇke
trokuta: tezˇisˇte, ortocentar, sredisˇte trokutu upisane kruzˇnice i sredisˇte trokutu opisane
kruzˇnice, osvrnuli smo se i na druge, manje poznate karakteristicˇne tocˇke trokuta poput
Gergonnove tocˇke i Nagelove tocˇke. Takoder, proucˇavali smo metricˇke relacije medu ka-
rakteristicˇnim tocˇkama.
Nadalje, definirali smo Feuerbachovu kruzˇnicu i pokazali njezina svojstva. Na samom
kraju rada dokazali smo jedan od najljepsˇih teorema geometrije trokuta: Feuerbachov te-
orem koji govori da Feuerbachova kruzˇnica dira upisanu kruzˇnicu danog trokuta iznutra, a
njegove pripisane kruzˇnice izvana.
Summary
This paper sets out to study the triangle, the circles connected with the triangle, and their
centres. In the study, their properties, as well as the similarities and relationships between
them,have been observed. Apart from the four points of concurrency in triangles: the cen-
troid, the orthocentre, the incentre and the circumcentre, other, less known concurrency
points, such as the Gergonne point and the Nagel point, have also been addressed.
Furthermore, the Feuerbach circle has also been defined and its properties have been de-
monstrated. At the very end of the paper, one of the most beautiful theorems of the triangle
geometry, the Feuerbach theorem, which states that the Feuerbach circle is tangent inter-
nally to the incircle and tangent externally to the triangle’s excircles, has been proved.
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